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Resumo

Estes &0 alguns dos exames e testes da disciplinArdgise Matenatica Ill, do curso de engenharia
guimica, e as suas resofigs. Aralise Materatica lll consiste num semestre de introdogs equages
diferenciais e equégs de diferencas.
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1 Ano lectivo 1997-98

1.1 1° Exame, 16-1-98

Duracao: 2 horas e meia. Com consultatdbelas de transformadeaiso de qualquer tipo de calculadora.

1. (3 valores) Encontre a solag da seguinte equag integral
t
y(t) = 4t* — 4/ =9y (s)ds
0

2. (5 valores) Resolva o seguinte sistema de efe®¢
d o] [0 =9][mz t [0
wln]-0 ][] xo-[d]

(a) Demonstre que a fudg

3. (4 valores)

v(z,t) = e Ysin (t>0) 0<z<m)
€ a solu@o do problema

2

(b) Enuncie o teorema de Picard para edqescdiferenciais ordarias de primeira ordem.

4. (3 valores) Encontre a solag da equagp diferencial

dy y
Y _ 2) =1
dr 33 -2 y(2)

5. (5 valores) Admita que a populag actual de baleias no munéad 000 e que cada ano o0 aumento
natural (nascimentos e mortes naturais) da popolagde 25%. Admita tantm que o amero de
baleias abatidas pelos pescadores cad@ale300 e que estendncia vai se manter nosg@imos
anos. Calcule a populag, P, (onden & o rtimero de anos a partir do ano actual) durante osigros
anos.
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1.2 Resolu@o do exame do 16-1-98

1. O integral no lado direito da equégé um integral de convol@p entre as furliesy e exp(4t)
y(t) = 4t — 4 e % y(t)
calculando a transformada de Laplace nos dois lados da&muziitemos uma equig algbrica

8 4

Y (s)

ondeY (s) & a transformada dg Multiplicando os dois lados da equ@;pors — 4 obtemos

sY = 8(8—;4)
S
e resolvendo parg
a transformada inversad solu@o da equaio
y = 4t? — ?t?’

2. Usando o operaddp (derivada em furigo do tempo), as duas eqoas diferenciaisao

Dzxy = —9z9+1t
Dxy = 2142

para eliminar uma das vaneis, podemos multiplicar a segunda e@uagagelo operadab e substituir
Dz, usando a primeira equag

D(Dx3) = Dxy = D*xg=—9x9 +1

estallltimaé uma equdaio diferencial ordiaria, linear de coeficientes constantes. O fuliio carac-
teristicoé
M= -9

com duas raizes imagnias+3i. A solug@o geral da equa@p homogneaé
x9 = C cos(3t) + Ca sin(3t)

para encontrar uma sog particular podemos usar cetndo dosoeficientes indeterminadaSon-
siderando o lado direito da equece a solugo da equaio homo@gnea, concluimos que existe uma
solugo da forma

r9 = A+ Bt

onde os coeficiented e B encontram-se por substitdig na equép diferencial
1

a solu@o gerak
t
xg = C cos(3t) + Casin(3t) + 9

As constantes calculam-se a partir das cobekgniciais:
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1
Day(0) =3C; + 5 =21(0) +2=0+2 = Ch = o

9
e finalmente obtemos a solgparac, €

17 t
x9 = cos(3t) + a7 sin(3t) + 9
Para calcular; podemos usar a segunda eca@no sistema original

17 17
x1 = Dxgy — 2 = —3sin(3t) + n cos(3t) — 9

3. (a) Paraque a furiip dada seja sol&g do problema, o primeiro que devemos mosgtrque verifica
as condies fronteira dadas:
v(x,0) = e’sin x = sin

v(0,t) = e Hsin 0=0
v(m,t) = e Hsin =0

a seguir calculamos as derivadas que aparecem naz&guac

0

6_1; = —4e Ysin z
R —4t
ok %(e cos x) = —e sinx

assim vemos que a fuag dada verifica a equag diferencial e como tangin verifica as
condi@es fronteirag a solu@o do problema dado.

(b) Teorema de Picard Dada uma equap diferencial ordiaria na forma

j—i = f(z,y)
e uma condigo inicial

Y(o) = Yo
se a fun@o f(z,y) e a sua derivada parciélf /0y sao contnuas no pontqz,,y,), existe
solugoUnica do problema de valor inicial, numa vizinhanca do pdatoy,).

4. A equa@o rao corresponde a nenhum dos casosavais sepaveis, homognea, linear ou equag
de Bernoulli. Tambm rioé exacta pois

0 oy
Z (9 — ) =92 £ 22
oy (2t —Y) =27 Dy
Se invertermos a equag obtemos
dr Y3 — 2
dy y
a qualé uma equdip linear; escrita na forma pair
dx n 2 9
— 4+ iz=y
dy y

vemos que o factor integrange
2 2
p=exp|( [ —dy| =y
Y
multiplicando os dois lados da eq@acpor;. obtemos

d 2 _ .4
d_y(y x)—y
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— y2a: = % +C
Para calcular o valor da constante de integoagubstituimos a condig inicial
1 9
2=-+4+C = (C=-
5 5

e a solug@o (em forma imptita) &
5%z =13° + 9

. Se no anm a popula@o de baleias fossE,, 0 aumento da populag durante esse ano, devido a
nascimentos e mortes naturais, sériasP,. O aumento (ou diminuép) da populago durante esse
ano seria

0,25P, — 300
mas por outro lado o aumento da popa@agiurante o péwdon tamkem deved ser igual a
Pn+1 - Pn

combinando estas duas expiEss obtemos uma equagde diferencas

Poy1— P, =0,25P, — 300

se
n=>0
representa o ano actual, a coratignicial necesaria para resolver a equagde diferencas
Py =1000
Para resolver a equag podemos usar a transformatia
p—1000z —p=0,25p— io_o'i

ondep(z) & a transformada da sucéesP,. A equa@o anterioré uma equadp algbrica que se
resolve facilmente para

_ 1000z 300 z
T z—-1,25  (z2—1)(2—1,25)
_ 10002 _12002(2:—1)—(2—1,25)
z—1,25 (z—1)(# —1,25)
200 =z 1200

2-1,25 g

a transformada inversa .
5

P, = 1200 — 200 <Z>

obviamente a popul@p rao pode ser negativa e portanto a exggesanterior 6 podea ser alida
para alguns valores detais que

1200 — 200 (Z) >0

5 n
— <
(1) =
5
nln1§1n6 = n<8§,03

logo a solu@o do problema&

b _ | 1200-20001.25" 0<n<s
)0 n>8



1.3 2 Exame, 7-2-98
Durag@o: 2 horas e meia. Com consultatdbelas de transformadesiso de qualquer tipo de calculadora.
1. (3 valores) Encontre a solag geral da seguinte eq@axde diferencas
Ynt2 + Yn =1
2. (5 valores) Encontre a solag geral da seguinte equexcdiferencial
y" + 4y’ + 4y = x cos(2x)
3. (5 valores) Resolva o problema:

ov ov .
£+ya—y—$ye (y>0,2>0) v(z,0) =0 v(0,y) =0

4. (3 valores) Dada uma fuio f(z), parcelarmente comua, definida no domio 0 < = < L, defina
as €ries de Fourier seno e co-seno da me explique as diferengas entre as duas repreestac

5. (4 valores) Resolva o problema de valor inicial

y +4y=f(t) y(1)=0

onde a fungo f(t) & definida no seguinte afico

f(t)

3
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1.4 Exame de recurso, 21-2-98

Durag@o: 2 horas e meia. Com consultatdbelas de transformadesiso de qualquer tipo de calculadora.
1. (4 valores) Encontre a solag geral da seguinte eq@axdiferencial

(122 — 3y — 3)dz + (z — 2y + 12)dy =0
2. (5 valores) Resolva o problema

2 2
%—% 0<z<1,t>0) v(0,t) =v(1,t) =0 (1)
t=0

3. (3 valores) Encontre a solag do seguinte problema de valores iniciais
y'+ty=t—tut-2) y0)=0 y(0)=1

4. (4 valores) Encontre as trajécias ortogonais da faitia de curvasz? + y?> = kz, ondek & um
patametro real.

5. (4 valores) Considere a seguinte fiemde equages diferenciais, onde € um paametro inteiro
positivo
ry" + (1 —x)y +ny=0

Demonstre que existe uma fédia de poliromios de graw que $io solu@es das respectivas eqoas
(ndo precisa calcular os pofimios, ® mostrar que existem).
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2 Ano lectivo 1998-99

2.1 1 Teste, 29-10-98

Duracgo: 1 hora. Sem consulta. Pode usar qualquer tipo de calculadora para resolver primitivas.
Encontre a solujp geral das seguintes eqdas:

1. zdy — (y+23e*®)dz =0

2. 2y" — 8y + 8y = 4e2* cos(3x)



2.2 2 Teste, 10-12-98

Durago: 1 hora. Com consulta debelas de transformadesiso de qualquer tipo de calculaddResolva
o problema 1 e unicamente um dos problemas 2 ou 3

1. (10 valores, obrig#ftio)

(a) Encontre os vectoresprios da matriz:

(b) A funcao de erroé a solu@o do problema:
" / /
Yy +2zy =0 y0)=0 y(0)=—5

Encontre a&rie de Maclaurin da furdp de erro.
2. (10 valores, facultativo) Calcule a transformada inversa de Laplace de:

20s ™"
(s —1)(s? —4s+13)

3. (10 valores, facultativo) Encontre a sciuecdo problema:

Ynt2 — 4ynt1 + 13y, = 10 Yo=y1=0
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2.3 Resolué@o do teste de 10-12-98
1. (a) A equa@o caractdsticaé:

—(14 ) 0 3
1 (1-N) 1 =-A=1)(A\=51+6)=0
—4 0 (6-2)

e, portanto, os valores@prios $0
A =1 Ay =2 A3 =3

0s vectores [@prios correspondentes\a = 1 sao as solu@es do sistema

-2 0 310 0
101 |0 =1{|1
-4 0 5 |0 0
paral, = 2 temos:
[ -3 0 3 |0] [ 1]
1 -1 1 ]0 | =
| —4 4 |0 | | 1]
e para\; = 3:
[ —4 0 3 | 0] [ 6 ]
1 -2 1|0 = |7
| -4 0 3 |0 | | 8 |
Os vectores f@prios €0
0 1 6
C1 1 C2 2 C3 7
0 1 8

ondecy, ¢y € c3 SA0 tiés constantes arhétrias.

(b) O pontoz = 0 € um ponto ordiério e, assim, a solap geral da equag diferencial pode ser
representada por uméarse de Maclaurin:

o0
y = g anx"”
n=0

As condi@es iniciais definem os valores das duas primeiras constantes

2
ao =y(0) =0 a1 =y'(0) = i

substituindo a&rie de Maclaurin na equag diferencial obtemos:

(e.)
Zn n—1apz"™ Q—i—ZZnanx =0
n=2 n=0

= Z[(n + 1)(n + 2)ant2 + 2nay)z" =0
n=0

A formula de reco@nciaé:
(n+1)(n+ 2)ant2 + 2na, =0 (n=0,1,2,...)

ou, em fun@o deb,, = nay,,
(n+ 1)bpyo +2b, =0

10



Comobg = ag = 0, todos os termos de ordem pargenulos. Para = 2m + 1 temos:
2(m + 1)bam43 + 2bam1 =0
e definindoc,,, = m!ba,, 11 Obtemos uma equagQ de coeficientes constantes:
Cmt1Fem=0=cpn=(—1)"cy
onde
co=b=a1 = 2

O termo geral da suce®sas;, 1 €:

b2m+1 Cm 2(_1)m
a2m+1 = == =%
2m+1  m!2m+1)  7aY/2m!(2m+1)

e a €rie de Maclaurin da furdp de errce:

) 0 (_1)mx2m+1
i mz_:O ml (2m + 1)

Outra forma de obter aésie consiste em resolver a eqaadiferencial por separag de va-
riaveis para obter:

2 T
S dt
y(z) 71/2 /0 €

seguidamente substitui-seé&rie de Mclaurin para a fud@ exponencial e integra-se cada termo
na rie.

2. Usando expar@ em fracQes parciais:

20s A 3B C(s—2)

1) —4s+13) s—1 (5—2249  (s—22+9

multiplicando os dois lados p@s — 1) e substituinde = 1 obtemos:

A=2
paras = 2 temos:
%0:24—% — B:%
e paras = 0: vy 90
0:_2+ﬁ_1_3 = C=-2

Usando a tabela de transformadas, a transformada ingersa
(t=5) , 2(t=5)[22 .
u(t — 5){ et=9 4 ¢ [5 sin(3t — 15) — 2 cos(3t — 15)} }

3. Atransformad#&. da equagoé:

10z

22 — 4z + 137 =
z—1

e, portanto, a transformada da suéessg, €:

_ 10z Az 3Bz Cz(z —2)
Y D=2 +49 -1 (z=2249 (z=22%+9

11



multiplicando os dois lados par— 1 e substituindo: = 1, obtemos o valor da constante= 10.
Paraz = 2 temos:

10 3B 80
=1 - B=__—"
g 0+ = 3
Finalmente, dividindo pot e substituinda: = 0:
10 80 2C
- V- m — ¢=10

Usando a tabela para calcular as transformadas inversas obtemos:
n 8 .
Yyn =10+ 107 [10 cos(nf) — 3 sm(n@)}

onder = 132 e = arctg(1,5).

12



2.4 1 Exame, 15-1-99

Durag@o: 2 horas e meia. Com consultatdbelas de transformadesiso de qualquer tipo de calculadora.
1. (3 valores) Resolva a equag diferencial ordiaria
(z+2)% =4y + (¢ +2)7
com a condigo inicialy(0) = 8

2. (4 valores) Calcule a transformada de Laplace dadan¢

t, 0<t<1
f(t):{ e 2 1<t<?2
2, 2 <t

3. (4 valores) Encontre a solag geral do sistema de eqdas diferenciaisk’ = Ax, ondeA é a

seguinte matriz:
1 0 -1
02 0
10 1

4. (4 valores) Sabendo qug = 2, encontre a sol@p da seguinte equag de diferencas:

A=

(14 7)ynt1 + (20 + 8)yn =0

5. (5 valores) Resolva a equiagde Laplace:

0*°T  0°T
=+ =5 =0
ox?  Oy?
para as seguintes condes fronteira:
oT oT

13
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2.5 Resolu@o do exame do 15-1-99
1. A equa@o pode ser escrita na forma:

4
/
y —
(

Grop! =@ty

a qualé uma equéaip linear de primeira ordem. O factor integra@tigual a

dx
_ g 9 ) L /@)
L= exp ( / Tt 2)2) e

multiplicando os dois lados da eq@acpor;:. e agrupando os termos no lado esquerdo, obtemos

d

d_[y e4/(m+2)] _ (33 + 2)5 e4/(m+2)
X

syt _ / (427 VD 4g 1 C

A primitiva nao pode ser calculada analiticamente e, assim auomscrever explicitamente os limites
de integrag@o, desde um valor arbiétrio = att a varavelxz. Para facilitar o alculo da constant€’,
escolhemos = 0 que conduz solu@o

y = e/ (@+2) (/x(t +2)7 2 gt 4 C)
0
O valor da constant€' obttm-se substituindo a condig inicial:
y(0)=Ce?2=8 = (=8¢
2. Usando a fungodegrau unirio, a fun@o f(¢) escreve-se
f) =t —u(t — )]+ e 2ult —1) —u(t — 2)] + 2u(t — 2)

Para poder usar a propriedadeddeslocamento no damo do tempgé preciso re-escrever a fuig
na forma

FO) =t —[(t—1) +1ut —1)+ e 2e 20yt — 1) — e *e 207Dy (t — 2) + 2u(t — 2)

usando a tabela de transfomadas de Laplace, obtemos a transfornyada de

1 e 2 1 1 2 et
F - —s - = —2s( =2
(s) 21 (s+2 s2 s>+e (s 3+2>

3. A equa@o caractésticaé:

(1—2X\) 0 ~1
0 2-X 0 =2-NAXA-1)2%+1=0
1 0 (1=

e, portanto, os valores@@prios $0
AL =2 Ao =141 A3 =1-—1

um vector poprio (v1) correspondente & = 2 obttm-se a partir da sol&g do sistema

-1 0 -1 |0 0
00 0160 = vi=|1
10 -1 10 0

14
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e a solu@o particular correspondenteva é

Outras duas sol@gs linearmente independentes podem ser obtidas a padtir @e)s. Para\s =
1 — i obtemos:

i 0 -1 10 1
0 (1+1i) 0|0 = w=10
1 0 i]0 i

A partir dew pode obter-se uma solaig particular complexa:

1 cost — isint
eAtW — e(lf l)t O — et 0
1 sint + icost

As partes real e imagamia desta sol@p K0 tam@m solu@es, e junto com a solég obtida a partir
de A1, constituem um conjunto fundamental de sékeg do sistema:

0 cost —sint
eAtvl = |, ¢ 0 R 0
0 sint cost

A solucao geral do sistem@aqualquer combina@p linear do conjunto fundamental de sdes:

0 efcost —elsint c1
x(t)= | e* 0 0 2
0 efsint elcost c3

. Os dois factores lineares que aparecem na égugipdem ser escritos na fornfig, 1/ f,, usando
factoriais

n! (n+3)!
Substituindo na equacg de diferencas e re-agrupando termos obtemos
(n+1)! n!
— 2— 9, =0
usando a substituip
n!

obtemos uma equag de coeficientes constantes para a Sacess
n+1 +2a, =0
A equa@o caractéstica tem umadinica raiz\ = —2 e, assim, a sol@p gerae

I(—2)"
RN RS C)

an = ap(—2)
Paran = 0 obttm-se(yy = 6ayp = 2) e, portantogy = 1/3
_ (n+3)1(=2)"

" 3n!

15



5. A equa@o pode ser resolvida usando a transformada de FouriEfade/). em ordem &

2
tn = (T(x, ), 6u(y)) = /O T, 9)én(y) dy

Atendendoas condifes fronteira do problema, arbitramos as seguintes coeslipara as fuidgs
proprias
Pn(0)=0  ¢,(2)=0
que conduzeras seguintes furldgs pbprias e valores piprios
On(y) = cos(Any) An = (2n+ 1)%

as transformadas das derivadas parciait dao:
TN _
oz )~ da?

0T 29T or
<3—Z/2>n = | a3z cos(Apy) dy = a—ycos()\ny)

2 2
orT
+ )\n/ — sin(\,y) dy
0 o Oy (

2

2
= AT sin(A\yy) —/\%/ T cos(Any) dy = —X2t,
0

0

A transformada de Fourier da eqa@agde Laplacé
d?t
2\t
dx? "

estaé uma equado diferencial ordiaria, linear, de coeficientes constantes. As duas raizes do po-
linbmio caractdstico €10\, € — )\, e a solu@o gerake

tn = A, eM® + B, e M*

As condi@es fronteira parg, obttm-se a partir das transformadas de Fourier das coeslftonteira
do problema:

tn(2) = (T'(2,9), dn(y)) = 0
dt,(0) sin A\,

1
o =l —y).dnly) —/0 cos(Apy) dy = »

substituindo estas condies na soluio geral,,(x), obtemos

Resolvendo este sistema, obtemos as constanteB,, e a solug@o particular

sin \, e~ 2An Anz sin \,, 2!

2X2 cosh(2),,) o 2X2 cosh(2\,,) ¢

—Anx

ty =

A funcaoT(z,y) € dada pelaésie de Fourier

sin A\,
Z % cosh (3] sinh[An (z — 2)] cos(Any)

16



2.6 22 Exame, 2-2-99

Durag@o: 2 horas e meia. Com consultatdbelas de transformadesiso de qualquer tipo de calculadora.
1. (4 valores) Encontre a solag geral da equéo diferencial linear
(22 =3z +2)0y" +xy —y =3z

sabendo que as seguintes foieg §o soludes particulares da equEazhomognea correspondente:

1
xr—2

nBn=x Y2 =

2. (4 valores) Encontre a solag do seguinte problema de valores iniciais, para qualqueaéufi)
parcelarmente comua e de ordem exponencial

/

y'+y —2y=f(t)  y(0)=0 y'(0)=1

3. (4 valores) Encontre a solag do sistema de equigs diferenciais:

o) =22 + 3xo + 2% + ¢ z1(0) =5
ah=x1+ 4y +t2Ft—1 12(0) =1

4. (4 valores) Um doente toma diariamente 100 mg de uma certa droga para controlar a sua asma. A
drogaé eliminada do corpo do doente de forma que cada dia a quantidade de droga no corpo diminui
25 %. Sejay, a quantidade de droga no corpo do doente imediatamente depois de tomar a dose
numeron + 1, n dias depois de comecar o tratamento (assim, imediatamente a&eguieira dose
yo = 100). Calcule a quantidade limite de droga no corpo do doenté.(Qual devia ser a doseatia
da droga para se obter um limite de 800 mg da droga no corpo do doente?

5. (4 valores) Resolva a equiag de derivadas parciais:

0?v _
W +3$y = ¢ 2

no domnio 0 < x < 1 ey qualquer Bimero real, com as seguintes cotidig fronteira:

. ov .
v(0,y) = 4siny %(Ly) = 6(siny — y)

17
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